Derivacion implicita y extremos condicionados

En esta practica aprenderemos a usar el progmbkematica para calcular derivadas parciales de fun-
ciones definidas implicitamente y para calcular extremos condicionados de funciones de varias variables.
Las funciones que vamos a considerar se supone que tienen derivadas parciales continuas en el conjunto
abierto donde estan definidas.

Curvas definidas implicitamente en el plano

Consideremos una funciég: Q — R dondeQ es un conjunto abierto €k?. La ecuaciéng(x,y) = 0,

es una forma de representar el conjute: {(x,y) € Q : g(x,y) = 0}. El teorema de la funcion implicita
dice que si(a,b) € Gy Dog(a,b) # 0, entonces existen intervalos abiertod tales queacl, beJ, y
para cadx | hay un Gnicoy€ J tal queg(x,y) = 0. Ademas, la “funcion implicita$ : | — J, definida
por la condiciong(x, ¢(x)) = 0 para todoax € I, tiene derivada continua. En consecuer@ia(l x J) =
={(x,¢(x)) : xel}, lo que nos dice que localmente @nb), el conjuntoG puede representarse como la
grafica de una funcién. La aplicacignx — (X, ¢(x)) se dice que es una parametrizacion locaGden

el punto(a,b). Notese qué(a) = b. Naturalmente, el vector tangent&aen el puntaa, b) es el vector
Y'(a) = (1,¢'(a)). El calculo de la derivada de la funcién implicdizes muy facil. para calcularla basta
derivar en la identidad(x,$(x)) = 0 (x€1). Se obtiene asi la igualdad

D19(x, (X)) + D2g(x,¢(x))¢’(x) =0

de donde (4 6(4)
rron . —D19(X, (X
Y= Bg0x 6(x)

Precisamente, en la demostracion del teorema los intervdlee determinan de forma q@eg(x,y) # 0
para(x,y) € (I x J)NG. Observa qu¢dg(x,$(x)) | Y'(x)) =0, en particular, el vector gradierifig(a, b)

es ortogonal al vector tangent&een (a,b), y'(a).

Si D2g(a,b) = 0, peroD1g(a,b) # 0, entonces es la variabjea que queda definida localmente como
funcién dexy obtenemos conclusiones analogas a las anteriores. En consecuencia, la condicion para que
el conjuntoG tenga parametrizaciones locales en cada punto es que el vector gradigme sk anule
enG.

Recuerda que, dadey,, Yo) enQ, la “curva” dada pog(x,y) — 9(Xo,Yo) = 0, se llama una curva de nivel
de g que pasa pofxo,Yo). Supuesto quélg(Xo,Yo) # (0,0), lo anterior prueba que el vector gradiente
0g(%o, Yo) €s ortogonal a dicha curva de nivel en el pupg9yo).

Veamos un ejemplo. Segix,y) = —3+4x+8x? — 12x34-3x* + 14y? — 20x y* + 8x?y? + 5y*. Calculemos

la tangente a la “curva” definida implicitamente gox,y) = 0, en el puntd3/2,1/3/2). Se comprueba
facilmenteg(3/2,v/3/2) = 0y queD»g(3/2,1/3/2) # 0, por lo que podemos consideyezomo funcién
dex; funcion que estara definida en un intervatpue contendra a/2 y que cumplird/(3/2) =/3/2,y
g(x,y(x)) = 0, para todoxe |. Puedes calculaf’(3/2) con Mathematica. Es facil usandgolve. Seguro
que se te ocurre como hacerlo. También puedes calcular la derivada sggnda

Puedes dibujar la “curvaj(x,y) = 0. Para ello, carga primetf@eds ["Graphics ‘ImplicitPlot ‘"] Yy
después usa la funcion déathematica

| ImplicitPlot [glx,y1==0, {X, Xnin, Xnax} ] |

Hazlo y puede que te lleves una sorpresa. ¢ Es 0 no es una curva?
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Extremos condicionados de funciones de dos variables

Seanf,g: Q — R funciones definidas en un abieodel plano. Definamos el conjunto
M={(xy) €Q:g(xy) =0}

y supongamos que el vector gradientegleo se anula et. El problema que vamos a considerar
consiste en calcular los extremos locales o absolutos (caso de haberlos) de la fuesidimgidaa M.

Esto suele expresarse en la forma: “Calcular los extremd$xdg) sabiendo que las variablgg/ deben
satisfacer la condiciog(x,y) = 0”. A veces este problema puede reducirse facilmente a un ejercicio de
extremos de funciones de una variable. Eso ocurre cuando es posibtaeetrizar globalmenta M,

es decir, que existe un intervaloy una funciong : | — R2, de forma queM = {d(t): tel}. En este
caso podemos calcular explicitamentedstriccionde f aM que es la funcidi(t) = f(¢(t)), (tel)y
nuestro problema es calcular los extremof éa el intervald.

Veamos un ejemplo. Sef(x,y) = x* — y?,g(x,y) = x> +y?> — 1 y queremos calcular los extremos de
f(x,y) bajo la condicidong(x,y) = 0. Observa que(x,y) = 0 es la circunferencia unidad, la cual se
parametriza facilmente de forma global gdt) = (cost,sert), (—mt<t < m). Con ello, todo se reduce
a calcular los extremos dét) = f(¢(t)) = cos2 en el intervald—1t, 17. Hazlo.

Observa que la funciéf(x,y) = x* —y? no tiene extremos locales. Puedes dibujar su grafica tersp

para ver que es la tipica “silla de montar”. Ahora bien, el hecho def uetenga extremos locales no
impide gue la restriccién dé a la circunferencia unidad si los tenga como acabamos de comprobar. Di-
buja la grafica de la restriccion dea la circunferencia unidad para comprobar visualmente los resultados
gue has obtenido. Puedes usar la oreeremet ricPlot3D.

La situacion que acabamos de considerar no es demasiado frecuente. En las hipétesis hechas, la condicion
g(x,y) = 0 representa una “curvar,, para la que, con frecuencia, s6lo disponemos de parametrizacio-
nes locales (el teorema de la funcion implicita garantiza la existencia de las mismas). ¢ Como podemos
calcular los extremos d&(x,y) condicionados pog(x,y) = 0 en el caso general? Supongamos que en

el punto(a,b) f tiene un maximo condicionado. Eso quiere decir, por definicién, que hay intervalos
abiertosl,J, con(a,b) €1 x J, tales quef(x,y) < f(a,b) para todo(x,y) € (I x J)NT'. Como, por hi-

pétesis, el gradiente dgno se anula erta,b), podemos suponer qu2,g(a,b) # 0, y sabemos que
(tomando los intervalok J méas pequerios si fuera preciso), hay una fun¢ioh — J, tal qued(a) = b

yrn(l xJ)={x9(x)):xel}. Deducimos que la funcidh(x) = f(x,$(x)), (xel) tiene un maxi-

mo (absoluto) erae |, como el intervald es abierto yh es derivable e, debera seh’(a) = 0, es
decirD;f(a,b) + D,f(a,b)p’(a) = 0. Por lo antes visto, sabemos que el ve¢iop’(a)) es ortogonal

al vector gradiente dgen (a,b); y acabamos de ver que dicho vector también es ortogonal al gradiente
de f en(a,b). Deducimos que los vectorégy(a,b) y Of(a,b) estan en el espacio ortogonal al vector
(1,¢’(a)), el cual tiene dimension 1 (estamosi®d), es decir tiene que existir un Gnico namartal que

Of(a,b) +A0g(a,b) = (0,0). Hemos obtenido asi una condicion necesaria para que un (@bjcsea

un extremo de condicionado pog(x,y) = 0. La condicion es que exista un nimartal que el punto

(a,b,A\) se un punto critico de funcion de LagrangeF (x,y,A) = f(x,y) +Ag(x,y).

Ejerciciol
Calcula los extremos absolutos de la funcigr,y) = x2 +y?, bajo la condicion

gX,y) = 142X — 2x% — 23 4 x4 4+ 2y + 4xy — 2%y — 2y2 — 2xy? + 2%y? — 2y3 +y* =0
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Superficies definidas implicitamente en el espacio

Dada una funciéry: Q — R dondeQ es un conjunto abierto €k°. La ecuaciéng(x,y,z) = 0, es una
forma de representar el conjur@o= {(X,y,z) €Q : g(x,y,z) = 0}. El teorema de la funcién implicita dice
que si(a,b,c) e Gy Dsg(a,b,c) # 0, entonces existen intervalos abiertas R2,J ¢ R (un intervalo en
R? es un rectangulo) tales qua b) €1, cc J, y para cadéx,y) €| hay un Gnicaze J tal queg(x,y, z) = 0.
Ademas, la “funcién implicita$ : | — J, definida por la condiciég(x,y, $(x,y)) = 0 para todgx,y) €1,
tiene derivadas parciales continuas. En consecu@mid x J) = {(X,y,p(X,y)) : (X,y) €1}, lo que nos
dice que localmente efa, b, c), el conjuntoG puede representarse como la grafica de una funcion. La
aplicaciony: (x,y) — (x,y,0(x,y)) se dice que es una parametrizacion locaGden el punto(a,b,c).
Notese queb(a,b) = c. Naturalmente, el plano tangenté&een el punto(a, b, c) es el plano tangente a
la gréfica dep en (a,b,c), que viene dado pa— ¢(a,b) = D1¢(a,b)(x—a) + D2d(a,b)(y—b), segun
sabemos. El calculo de las derivadas parciales de la funcién imghie@samuy facil. Para calcularlas
basta derivar en la identidayx, y, ¢ (x,y)) = 0, (X,y) €1. Se obtiene asi la igualdad

09 (x,y)
[1)4

Dlg(xa Y ¢(X7 y)) + Dgg(X, Y, ¢(X7 y))

de donde
a¢(X7y) _ _Dlg(xay7¢(x7y))
ox D3g(X, Y, (I) (Xv y))

Precisamente, en la demostracion del teorema los interal@ee toman de modo qu2sg(X,y,z) # 0
para(x,y,z) € (I x J)NG. Observa quegdg(x,y,d(x,y)) | (1,0, ac])(;(,y)) = 0, en particular, el vector
gradienteJg(a,b,c) es ortogonal al vectofl,0,D1¢(a,b)). Igualmente resulta queg(a,b,c) es or-
togonal al vector(0,1,D,¢(a,b)). Ahora bien, el plano definido por los vectorgls0,D1¢(a,b)) y
(0,1,D20(a,b)) que pasa por el puni@, b, c) es precisamente el plano

z—¢(a,b) = D1¢(a,b)(x—a) +D2¢(a,b)(y—b)

es decir, es el plano tangent&aen el punta(a, b, c). Observa que puedes escribir la ecuacion de dicho
plano en la formgOg(a, b,c) | (x—a,y—b,z—c)) =0.

SiDsg(a,b,c) =0, peroD,g(a, b, c) # 0, entonces es la variabjda que queda definida localmente como
funcién dex y dez, y obtenemos conclusiones andlogas a las anteriores. En consecuencia, la condicion
para que el conjuntG tenga parametrizaciones locales en cada punto es que el vector gradigmie de

se anule eit.

Recuerda que, dad, Yo, 2) €nQ, la “superficie” dada pog(X,Y, z) — 9(Xo, Yo,Z0) = 0, se llama una
superficie de nivel dg que pasa pofXo, Yo, Zo). Supuesto quUelg(Xo, Yo, Z) # (0,0, 0), lo anterior prueba

que el vector gradienteg(xo, Yo, Zo) €s ortogonal a dicha superficie de nivel en el pumrtoyo, ).

Ejercicio 2
Calcular el plano tangente a la superficie definida implicitamente por

gx,y,2) = 1—x% — 2xy+ 23y — Y2+ 2xy* — 2+ 2xyZ =0
en el punto(1/v/2,1/+/2,0). Comprueba que(1/v/2,1/v/2,0) = 0 y queDsg(1/v/2,1/1/2,0) # 0,
por lo que puedes consideraz aomo funcion dex,y; funcién que estara definida en un intervalde
R? que contendréa &1/v/2,1/+/2) y que cumpliréz(1/v/2,1/v/2) = 0, y g(x,y,z(x,y)) = 0, para todo
(x,y) €|. Puedes calcular comMathematica las derivadas parciales @éx,y); incluso puedes calcular
derivadas parciales de segundo orderz(agy). Hazlo. Finalmente, intenta dibujar cotfiathematica la
“superficie”g(x,y,z) = 0.
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Extremos condicionados de funciones de tres variables

Seanf,g: Q — R funciones definidas en un abie@odel espacio. Definamos el conjunto

M = {(x%,2)€Q: g(xy,2) = O}

y supongamos que el vector gradientegleo se anula e. El problema que vamos a considerar
consiste en calcular los extremos locales o absolutos (caso de haberlos) de la furestingidaa

M. Esto suele expresarse en la forma: “Calcular los extremoxlg,z) sabiendo que las variables
X,Y,z deben satisfacer la condici@ix,y,z) = 0”. A veces este problema puede reducirse facilimente
a un ejercicio de extremos de funciones de dos variable. Eso ocurre cuando es parsibiietrizar
globalmentea M, es decir, que existe un intervaloen R? y una funciéng : | — R3, de forma que

M = {$(s,t),(s,t) €l}. En este caso podemos calcular explicitamente la restricciéradé que es la
funcic’;n h(s,t) = f(d(s,t)), ((s,t)€l)y nuestro problema es calcular los extremosi@a el intervalo

I CR-.

Veamos un ejemplo. Seditx,y,z) = x2 — y?, g(x,y) = X2 +y?+ 7z — 1. Queremos calcular los extremos
de f(x,y) con la condiciorg(x,y,z) = 0. Fijate queg(x,y,2) = 0 es la esfera unidad &, que se pa-
rametriza facilmente de forma global pfpfs,t) = (cosscogt, cosssert, sers), donde—T1/2 < s< T/2,
—m<t < 1 Con ello, todo se reduce a calcular los extremob(dg) = f(¢(s,t)) = cogscos2 en el
intervalo compact¢—11/2, /2] x [T, 17. Hazlo.

La situacién que acabamos de considerar no es demasiado frecuente. En las hip6tesis hechas, la con-
dicion g(x,y,z) = 0 representa una “superficiel’, para la que, con frecuencia, s6lo disponemos de
parametrizaciones locales (el teorema de la funcién implicita garantiza la existencia de las mismas).
¢ Cémo podemos calcular los extremosfde y,z) condicionados pog(x,y,z) = 0 en el caso general?
Supongamos que en el punta b,c) f tiene un maximo condicionado. Eso quiere decir, por defini-
cion, que hay intervalos abiertbs), con(a,b) el ¢ R?, ceJ, tales quef (x,y,z) < f(a,b,c) para todo

(x,¥,2) € (I xJ)NT. Como, por hipoétesis, el gradiente deo se anula effa,b,c), podemos suponer
queDsg(a, b, c) # 0, y sabemos que (tomando los intervadlagbmas pequefios si fuera preciso), hay una
funciong : 1 — J,talquep(a,b) =cy F'n(l xJ) ={(x,y,d(X,y)) : (x,y) €l }. Deducimos que la funcion

h(x,y) = f(x,y,0(x,y)), (x,y) €l tiene un maximo (absoluto) €a,b) 1. Como el intervald es abierto

y h es diferenciable eh deber& seflh(a,b) = (0,0), es deciD1 f(a,b,z) + D3 f(a,b,c)D1¢(a,b) =0,

y D2f(a,b,z) + D3f(a,b,c)D2d(a,b) = 0. Por lo antes visto, sabemos que el ve¢io0,D1¢(a,b))

es ortogonal al vector gradiente deen (a,b,c); y acabamos de ver que dicho vector también es or-
togonal al gradiente dé en (a,b,c). Igual ocurre con el vecto0,1,D,¢(a,b)). Deducimos que los
vectoresllg(a,b,c) y Of(a,b,c) estan en el espacio ortogonal al plano engendrado por los vectores
(1,0,D1¢(a,b)) y (0,1,D26(a,b)) el cual tiene dimension 1 (estamosli?), es decir tiene que existir

un unico namera\ tales quedf(a,b,c) +Alg(a,b,c) = (0,0,0). Hemos obtenido asi una condicion
necesaria para que un purfinb, c) sea un extremo dé condicionado pog(x,Y,z) = 0. La condicion

es que exista un numepotal que el puntqa,b,c,A) sea un punto critico de faincién de Lagrange
F(X,y,zZA) = f(XY,2) +Ag(X,y,2).

Ejercicio3
Calcula los extremos absolutos de la funcidr, y,z) = x3+ y* + 2%, bajo la condicion
g(X,y,2) = 43+ 9y° + 1622 —25=10
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