
Derivación implícita y extremos condicionados

En esta práctica aprenderemos a usar el programaMathematica para calcular derivadas parciales de fun-
ciones definidas implícitamente y para calcular extremos condicionados de funciones de varias variables.
Las funciones que vamos a considerar se supone que tienen derivadas parciales continuas en el conjunto
abierto donde están definidas.

Curvas definidas implícitamente en el plano

Consideremos una funcióng: Ω→ R dondeΩ es un conjunto abierto enR2. La ecuacióng(x,y) = 0,
es una forma de representar el conjuntoG = {(x,y)∈Ω : g(x,y) = 0}. El teorema de la función implícita
dice que si(a,b)∈G y D2g(a,b) 6= 0, entonces existen intervalos abiertosI ,J tales quea∈ I , b∈ J, y
para cadax∈ I hay un únicoy∈J tal queg(x,y) = 0. Además, la “función implícita”ϕ : I → J, definida
por la condicióng(x,ϕ(x)) = 0 para todox∈ I , tiene derivada continua. En consecuenciaG∩ (I × J) =
= {(x,ϕ(x)) : x∈ I}, lo que nos dice que localmente en(a,b), el conjuntoG puede representarse como la
gráfica de una función. La aplicaciónγ : x 7→ (x,ϕ(x)) se dice que es una parametrización local deG en
el punto(a,b). Nótese queϕ(a) = b. Naturalmente, el vector tangente aG en el punto(a,b) es el vector
γ ′(a) = (1,ϕ ′(a)). El cálculo de la derivada de la función implícitaϕ es muy fácil. para calcularla basta
derivar en la identidadg(x,ϕ(x)) = 0 (x∈ I). Se obtiene así la igualdad

D1g(x,ϕ(x))+D2g(x,ϕ(x))ϕ ′(x) = 0

de donde

ϕ ′(x) =
−D1g(x,ϕ(x))
D2g(x,ϕ(x))

Precisamente, en la demostración del teorema los intervalosI ,J se determinan de forma queD2g(x,y) 6= 0
para(x,y)∈(I×J)∩G. Observa que

(
∇g(x,ϕ(x)) | γ ′(x)

)
= 0, en particular, el vector gradiente∇g(a,b)

es ortogonal al vector tangente aG en(a,b), γ ′(a).
Si D2g(a,b) = 0, peroD1g(a,b) 6= 0, entonces es la variabley la que queda definida localmente como
función dex y obtenemos conclusiones análogas a las anteriores. En consecuencia, la condición para que
el conjuntoG tenga parametrizaciones locales en cada punto es que el vector gradiente deg no se anule
enG.
Recuerda que, dado(xo,yo) enΩ, la “curva” dada porg(x,y)−g(xo,yo) = 0, se llama una curva de nivel
deg que pasa por(xo,yo). Supuesto que∇g(xo,yo) 6= (0,0), lo anterior prueba que el vector gradiente
∇g(xo,yo) es ortogonal a dicha curva de nivel en el punto(xo,yo).
Veamos un ejemplo. Seag(x,y) =−3+4x+8x2−12x3+3x4+14y2−20xy2+8x2y2+5y4. Calculemos
la tangente a la “curva” definida implícitamente porg(x,y) = 0, en el punto(3/2,

√
3/2). Se comprueba

fácilmenteg(3/2,
√

3/2) = 0 y queD2g(3/2,
√

3/2) 6= 0, por lo que podemos considerary como función
dex; función que estará definida en un intervaloI que contendrá a 3/2 y que cumpliráy(3/2) =

√
3/2, y

g(x,y(x)) = 0, para todox∈ I . Puedes calculary′(3/2) conMathematica. Es fácil usandoSolve. Seguro
que se te ocurre cómo hacerlo. También puedes calcular la derivada segunday′′(x).
Puedes dibujar la “curva”g(x,y) = 0. Para ello, carga primeroNeeds["Graphics‘ImplicitPlot‘"] y
después usa la función deMathematica

ImplicitPlot[g[x,y]==0,{x,xmin,xmax}]

Hazlo y puede que te lleves una sorpresa. ¿Es o no es una curva?
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Extremos condicionados de funciones de dos variables

Sean f ,g: Ω→ R funciones definidas en un abiertoΩ del plano. Definamos el conjunto

M = {(x,y)∈Ω : g(x,y) = 0}

y supongamos que el vector gradiente deg no se anula enM. El problema que vamos a considerar
consiste en calcular los extremos locales o absolutos (caso de haberlos) de la funciónf restringidaa M.
Esto suele expresarse en la forma: “Calcular los extremos def (x,y) sabiendo que las variablesx,y deben
satisfacer la condicióng(x,y) = 0”. A veces este problema puede reducirse fácilmente a un ejercicio de
extremos de funciones de una variable. Eso ocurre cuando es posibleparametrizar globalmentea M,
es decir, que existe un intervaloI y una funciónϕ : I → R2, de forma queM = {ϕ(t) : t ∈ I}. En este
caso podemos calcular explícitamente larestricciónde f aM que es la funciónh(t) = f (ϕ(t)), (t∈ I) y
nuestro problema es calcular los extremos deh en el intervaloI .

Veamos un ejemplo. Seaf (x,y) = x2− y2,g(x,y) = x2 + y2− 1 y queremos calcular los extremos de
f (x,y) bajo la condicióng(x,y) = 0. Observa queg(x,y) = 0 es la circunferencia unidad, la cual se
parametriza fácilmente de forma global porϕ(t) = (cost,sent), (−π 6 t 6 π). Con ello, todo se reduce
a calcular los extremos deh(t) = f (ϕ(t)) = cos2t en el intervalo[−π,π]. Hazlo.

Observa que la funciónf (x,y) = x2−y2 no tiene extremos locales. Puedes dibujar su gráfica conPlot3D
para ver que es la típica “silla de montar”. Ahora bien, el hecho de quef no tenga extremos locales no
impide que la restricción def a la circunferencia unidad sí los tenga como acabamos de comprobar. Di-
buja la gráfica de la restricción def a la circunferencia unidad para comprobar visualmente los resultados
que has obtenido. Puedes usar la ordenParametricPlot3D.

La situación que acabamos de considerar no es demasiado frecuente. En las hipótesis hechas, la condición
g(x,y) = 0 representa una “curva”,Γ, para la que, con frecuencia, sólo disponemos de parametrizacio-
nes locales (el teorema de la función implícita garantiza la existencia de las mismas). ¿Cómo podemos
calcular los extremos def (x,y) condicionados porg(x,y) = 0 en el caso general? Supongamos que en
el punto(a,b) f tiene un máximo condicionado. Eso quiere decir, por definición, que hay intervalos
abiertosI ,J, con (a,b)∈ I × J, tales quef (x,y) 6 f (a,b) para todo(x,y)∈ (I × J)∩Γ. Como, por hi-
pótesis, el gradiente deg no se anula en(a,b), podemos suponer queD2g(a,b) 6= 0, y sabemos que
(tomando los intervalosI ,J más pequeños si fuera preciso), hay una funciónϕ : I → J, tal queϕ(a) = b
y Γ∩ (I × J) = {(x,ϕ(x)) : x∈ I}. Deducimos que la funciónh(x) = f (x,ϕ(x)), (x∈ I) tiene un máxi-
mo (absoluto) ena∈ I , como el intervaloI es abierto yh es derivable enI , deberá serh′(a) = 0, es
decirD1 f (a,b)+D2 f (a,b)ϕ ′(a) = 0. Por lo antes visto, sabemos que el vector(1,ϕ ′(a)) es ortogonal
al vector gradiente deg en(a,b); y acabamos de ver que dicho vector también es ortogonal al gradiente
de f en (a,b). Deducimos que los vectores∇g(a,b) y ∇ f (a,b) están en el espacio ortogonal al vector
(1,ϕ ′(a)), el cual tiene dimensión 1 (estamos enR2), es decir tiene que existir un único númeroλ tal que
∇ f (a,b)+λ∇g(a,b) = (0,0). Hemos obtenido así una condición necesaria para que un punto(a,b) sea
un extremo def condicionado porg(x,y) = 0. La condición es que exista un númeroλ tal que el punto
(a,b,λ) se un punto crítico de lafunción de Lagrange: F(x,y,λ) = f (x,y)+λg(x,y).

Ejercicio1
Calcula los extremos absolutos de la funciónf (x,y) = x2 +y2, bajo la condición

g(x,y) = 1+2x−2x2−2x3 +x4 +2y+4xy−2x2y−2y2−2xy2 +2x2y2−2y3 +y4 = 0
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Superficies definidas implícitamente en el espacio

Dada una funcióng: Ω→ R dondeΩ es un conjunto abierto enR3. La ecuacióng(x,y,z) = 0, es una
forma de representar el conjuntoG= {(x,y,z)∈Ω : g(x,y,z) = 0}. El teorema de la función implícita dice
que si(a,b,c)∈G y D3g(a,b,c) 6= 0, entonces existen intervalos abiertosI ⊂ R2,J⊂ R (un intervalo en
R2 es un rectángulo) tales que(a,b)∈I , c∈J, y para cada(x,y)∈I hay un únicoz∈J tal queg(x,y,z) = 0.
Además, la “función implícita”ϕ : I → J, definida por la condicióng(x,y,ϕ(x,y)) = 0 para todo(x,y)∈I ,
tiene derivadas parciales continuas. En consecuenciaG∩ (I ×J) = {(x,y,ϕ(x,y)) : (x,y)∈ I}, lo que nos
dice que localmente en(a,b,c), el conjuntoG puede representarse como la gráfica de una función. La
aplicaciónγ : (x,y) 7→ (x,y,ϕ(x,y)) se dice que es una parametrización local deG en el punto(a,b,c).
Nótese queϕ(a,b) = c. Naturalmente, el plano tangente aG en el punto(a,b,c) es el plano tangente a
la gráfica deϕ en(a,b,c), que viene dado porz−ϕ(a,b) = D1ϕ(a,b)(x−a)+D2ϕ(a,b)(y−b), según
sabemos. El cálculo de las derivadas parciales de la función implícitaϕ es muy fácil. Para calcularlas
basta derivar en la identidadg(x,y,ϕ(x,y)) = 0, (x,y)∈ I . Se obtiene así la igualdad

D1g(x,y,ϕ(x,y))+D3g(x,y,ϕ(x,y))
∂ϕ(x,y)

∂x
= 0

de donde
∂ϕ(x,y)

∂x
=
−D1g(x,y,ϕ(x,y))
D3g(x,y,ϕ(x,y))

Precisamente, en la demostración del teorema los intervalosI ,J se toman de modo queD3g(x,y,z) 6= 0

para (x,y,z)∈ (I × J)∩G. Observa que
(
∇g(x,y,ϕ(x,y)) | (1,0,

∂ϕ(x,y)
∂x

)
= 0, en particular, el vector

gradiente∇g(a,b,c) es ortogonal al vector(1,0,D1ϕ(a,b)). Igualmente resulta que∇g(a,b,c) es or-
togonal al vector(0,1,D2ϕ(a,b)). Ahora bien, el plano definido por los vectores(1,0,D1ϕ(a,b)) y
(0,1,D2ϕ(a,b)) que pasa por el punto(a,b,c) es precisamente el plano

z−ϕ(a,b) = D1ϕ(a,b)(x−a)+D2ϕ(a,b)(y−b)

es decir, es el plano tangente aG en el punto(a,b,c). Observa que puedes escribir la ecuación de dicho
plano en la forma

(
∇g(a,b,c) | (x−a,y−b,z−c)

)
= 0.

Si D3g(a,b,c) = 0, peroD2g(a,b,c) 6= 0, entonces es la variabley la que queda definida localmente como
función dex y dez, y obtenemos conclusiones análogas a las anteriores. En consecuencia, la condición
para que el conjuntoG tenga parametrizaciones locales en cada punto es que el vector gradiente deg no
se anule enG.
Recuerda que, dado(xo,yo,zo) en Ω, la “superficie” dada porg(x,y,z)−g(xo,yo,zo) = 0, se llama una
superficie de nivel deg que pasa por(xo,yo,zo). Supuesto que∇g(xo,yo,zo) 6= (0,0,0), lo anterior prueba
que el vector gradiente∇g(xo,yo,zo) es ortogonal a dicha superficie de nivel en el punto(xo,yo,zo).

Ejercicio 2
Calcular el plano tangente a la superficie definida implícitamente por

g(x,y,z) = 1−x2−2xy+2x3y−y2 +2xy3−z2 +2xyz2 = 0
en el punto(1/

√
2,1/

√
2,0). Comprueba queg(1/

√
2,1/

√
2,0) = 0 y queD3g(1/

√
2,1/

√
2,0) 6= 0,

por lo que puedes considerar az como función dex,y; función que estará definida en un intervaloI de
R2 que contendrá a(1/

√
2,1/

√
2) y que cumpliráz(1/

√
2,1/

√
2) = 0, y g(x,y,z(x,y)) = 0, para todo

(x,y)∈ I . Puedes calcular conMathematica las derivadas parciales dez(x,y); incluso puedes calcular
derivadas parciales de segundo orden dez(x,y). Hazlo. Finalmente, intenta dibujar conMathematica la
“superficie”g(x,y,z) = 0.
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Extremos condicionados de funciones de tres variables

Sean f ,g: Ω→ R funciones definidas en un abiertoΩ del espacio. Definamos el conjunto

M = {(x,y,z)∈Ω : g(x,y,z) = 0}

y supongamos que el vector gradiente deg no se anula enM. El problema que vamos a considerar
consiste en calcular los extremos locales o absolutos (caso de haberlos) de la funciónf restringidaa
M. Esto suele expresarse en la forma: “Calcular los extremos def (x,y,z) sabiendo que las variables
x,y,z deben satisfacer la condicióng(x,y,z) = 0”. A veces este problema puede reducirse fácilmente
a un ejercicio de extremos de funciones de dos variable. Eso ocurre cuando es posibleparametrizar
globalmentea M, es decir, que existe un intervaloI en R2 y una funciónϕ : I → R3, de forma que
M = {ϕ(s, t),(s, t)∈ I}. En este caso podemos calcular explícitamente la restricción def a M que es la
funciónh(s, t) = f (ϕ(s, t)), ((s, t)∈ I) y nuestro problema es calcular los extremos deh en el intervalo
I ⊂ R2.

Veamos un ejemplo. Seanf (x,y,z) = x2−y2, g(x,y) = x2 +y2 +z2−1. Queremos calcular los extremos
de f (x,y) con la condicióng(x,y,z) = 0. Fíjate queg(x,y,z) = 0 es la esfera unidad enR3, que se pa-
rametriza fácilmente de forma global porϕ(s, t) = (cosscost,cosssent,sens), donde−π/2 6 s6 π/2,
−π 6 t 6 π. Con ello, todo se reduce a calcular los extremos deh(s, t) = f (ϕ(s, t)) = cos2scos2t en el
intervalo compacto[−π/2,π/2]× [−π,π]. Hazlo.

La situación que acabamos de considerar no es demasiado frecuente. En las hipótesis hechas, la con-
dición g(x,y,z) = 0 representa una “superficie”,Γ, para la que, con frecuencia, sólo disponemos de
parametrizaciones locales (el teorema de la función implícita garantiza la existencia de las mismas).
¿Cómo podemos calcular los extremos def (x,y,z) condicionados porg(x,y,z) = 0 en el caso general?
Supongamos que en el punto(a,b,c) f tiene un máximo condicionado. Eso quiere decir, por defini-
ción, que hay intervalos abiertosI ,J, con(a,b)∈ I ⊂ R2, c∈J, tales quef (x,y,z) 6 f (a,b,c) para todo
(x,y,z)∈ (I × J)∩Γ. Como, por hipótesis, el gradiente deg no se anula en(a,b,c), podemos suponer
queD3g(a,b,c) 6= 0, y sabemos que (tomando los intervalosI ,J más pequeños si fuera preciso), hay una
funciónϕ : I → J, tal queϕ(a,b) = c y Γ∩(I×J) = {(x,y,ϕ(x,y)) : (x,y)∈I}. Deducimos que la función
h(x,y) = f (x,y,ϕ(x,y)), (x,y)∈ I tiene un máximo (absoluto) en(a,b)∈ I . Como el intervaloI es abierto
y h es diferenciable enI , deberá ser∇h(a,b) = (0,0), es decirD1 f (a,b,z)+D3 f (a,b,c)D1ϕ(a,b) = 0,
y D2 f (a,b,z) + D3 f (a,b,c)D2ϕ(a,b) = 0. Por lo antes visto, sabemos que el vector(1,0,D1ϕ(a,b))
es ortogonal al vector gradiente deg en (a,b,c); y acabamos de ver que dicho vector también es or-
togonal al gradiente def en (a,b,c). Igual ocurre con el vector(0,1,D2ϕ(a,b)). Deducimos que los
vectores∇g(a,b,c) y ∇ f (a,b,c) están en el espacio ortogonal al plano engendrado por los vectores
(1,0,D1ϕ(a,b)) y (0,1,D2ϕ(a,b)) el cual tiene dimensión 1 (estamos enR3), es decir tiene que existir
un único númeroλ tales que∇ f (a,b,c) + λ∇g(a,b,c) = (0,0,0). Hemos obtenido así una condición
necesaria para que un punto(a,b,c) sea un extremo def condicionado porg(x,y,z) = 0. La condición
es que exista un númeroλ tal que el punto(a,b,c,λ) sea un punto crítico de lafunción de Lagrange:
F(x,y,z,λ) = f (x,y,z)+λg(x,y,z).

Ejercicio3
Calcula los extremos absolutos de la funciónf (x,y,z) = x3 +y3 +z3, bajo la condición

g(x,y,z) = 4x3 +9y3 +16z3−25= 0
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